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Streszczenie

Artykul przedstawia autorski algorytm wykorzystujacy Metod¢ Elementow
Skonczonych do rozwigzania zagadnienia swobodnego skrecania preta pryzmatycznego o
dowolnym przekroju. Celem badan byto zard6wno matematyczne sformutowanie rownan
MES jak i opracowanie programu w §rodowisku Mathematica 10, pozwalajacego na
wyznaczenie rozktadu naprezen stycznych oraz sztywnos$ci na skrecanie preta o dowolnie
zadanym jednospojnym przekroju. Zadanie to w pewnych przypadkach jest mozliwe do
rozwigzania w sposob Scisly, co zostato wykorzystane do weryfikacji algorytmu MES.
Punktem wyjscia tego algorytmu jest funkcjonat, ktorego stacjonarno$¢ prowadzi do rownan
MES. Zastosowano trdjkatne elementy skonczone o liniowych funkcjach ksztattu. Dzigki
zalezno$ci miedzy funkcja naprezen a momentem skrecajacym mozliwe jest wyznaczenie
sztywnosci na skrecanie przekroju, co czyni program uzytecznym takze z inzynierskiego
punktu widzenia. Program jest dostgpny na stronie internetowej autora:
zwm.pwr.wroc.pl/lewandowski/

1. Wprowadzenie.

Teoria skrecania swobodnego pozwala na wyznaczenie naprezen stycznych oraz
sztywnosci na skrecanie dla preta pryzmatycznego obcigzonego momentem skrecajagcym. Ma
ona zastosowanie praktyczne m.in. w budownictwie przy projektowaniu skrecanych
elementow konstrukcji. Niestety rozwigzania Sciste tej teorii dotycza tylko niewielkiej liczby
przekrojow poprzecznych, jakie moze mie¢ pret. Stad istnieje potrzeba numerycznego
rozwigzania tego zagadnienia. Metody te zostaly juz niejednokrotnie opracowane (np.
Wagner i Gruttmann 2001). Gléwnym celem autora byto jednak nie tylko przedstawienie
matematycznego rozwigzania problemu, ale takze opracowanie pelnego algorytmu o
zastosowaniu inzynierskim, tzn. takiego, ktory pozwala uzytkownikowi wyznaczy¢



sztywno$¢ na skrecanie i naprezenia styczne bez szczegotowej wiedzy na temat podstaw
fizyczno-matematycznych zagadnienia. W tym sensie program stanowi oryginalng calos¢,
poniewaz zawiera zestaw wlasnych procedur zaimplementowanych w srodowisku
Mathematica 10, od sposobu wprowadzenia geometrii przekroju az po prezentacje wynikow.

2. Ograniczenia stosowalnosci programu. Podstawy matematyczne zagadnienia.

Teoria skrgcania swobodnego ogranicza si¢ do przekrojow zwartych. Oznacza to, ze
przekroje cienkoscienne muszg by¢ liczone wedlug innej teorii. W tej pracy przedmiotem
badan sg tylko przekroje jednospdjne, tzn. takie, ktore nie zawierajg otwordéw, a ich
geometri¢ stanowi jeden zamknigty kontur. Mozliwe jest takze opracowanie algorytmow dla
przekrojow z otworami, co zostalo skomentowane w rozdziale Podsumowanie.
Wykorzystujac program, nalezy pamig¢ta¢ o innych zatozeniach samej teorii skrecania
swobodnego, jak zasada de Saint-Venanta czy swoboda deplanacji przekroju. Zalozenia te
nie wystepuja w szczegdlnosci w strefach przypodporowych preta.

Podstawy teorii omawia klarownie Gawecki (2003). Ponizej zostat przedstawiony
jedynie uktad réwnan, ktory jest baza do opracowania rozwigzania MES. Ogolnie,
rozwazany jest pryzmatyczny pret obustronnie obcigzony (na koncach) przeciwnie
skierowanym momentem skrecajacym:

Rys. 1 Pret pryzmatyczny obcigzony momentem skrecajacym

Poszukiwang funkcja jest funkcja naprgzen Prandtl’a, dalej oznaczana jako ¢. Spetnia
ona rownanie Poisson’a wewnatrz przekroju oraz ma stalg warto$¢ na jego brzegu (w
przypadku przekrojow jednospojnych 0). Dodatkowo moment skrgcajacy jest powiazany z
funkcja ¢ poprzez réwnanie zawarte ponize;j:

Ap=-2G6 (wewnatrz przekroju) G - modut Kirchoffa
p=0 (na brzegu przekroju) gdzie 6 - jednostkowy kat skrecenia (1)
M, =2 J' @ dA M, - moment skrecajacy
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Po rozwigzaniu uktadu rownan (Réw. (1)) mozna wyznaczy¢ naprezenia styczne:
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oraz sztywnos$¢ na skrecanie:
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3. Sformulowanie MES

Punktem wyj$cia rownania MES jest funkcjonat, ktérego stacjonarnos¢ prowadzi do
réwnania rézniczkowego i warunkéw brzegowych (Row. 1). Dla réwnania Poisson’a posta¢
tego funkcjonatu jest znana i w przypadku Row. (1) wyglada nastgpujaco:
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gdzie ,,...” odpowiadajg warunkom brzegowym, ktore w MES s3 uwzglgdnione na etapie
odwracania macierzy rownania MES.

Obszar powierzchni przekroju preta podzielono na trojkatne Elementy Skonczone o
liniowych funkcjach ksztattu. W tekscie bedg uzywane oznaczenia (Ll.,bl.,cl., A) powszechnie

stosowane dla tych elementow (Zienkiewicz i Taylor 2000). Funkcja ¢ jest aproksymowana
w ES nastepujaco:

@, - wartosci funkcji w wierzchotkach ES

=Lop +Lo +L dzie 5
=LA TP T L0 B {Li - wspotrzedne trojkatne ©)

Wstawiajac tak zdyskretyzowang funkcj¢ ¢ do funkcjonatu (Row. 4) i przeprowadzajac
catkowanie, otrzymano:
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1= lA b, +b,p, + by, n Pt G0, + G0
2 2A 2A

2
2
:| J_EGA9(¢1+¢2+¢3) (6)

co W zapisie macierzowym mozna przedstawic:

1
| K, = E(bibj +cc;) ¢
= E(DTK(D —f'®  gdzie 5 D=1, (7)
fi = EAGQ 2

Celowo uzyto powyzszych oznaczen (K, f), aby pokazac, ze z matematycznego punktu
widzenia zadanie jest identyczne jak rownanie MES elementu sprezystego. Stacjonarnosé
funkcjonalu (Row. (7)) prowadzi ostatecznie do réwnania MES:

A=0->K®=f (®)



4. Algorytm rozwigzania

Algorytm rozwigzania zadania zostat zaimplementowany w srodowisku Mathematica
10 i wykorzystuje funkcje specyficzne dla jezyka tego srodowiska. Jego pelny kod dostepny
jest na stronie internetowej autora (zwm.pwr.wroc.pl/lewandowski/). Ogolnie algorytm
mozna podzieli¢ na nastgpujace czesci:

~
+ Zadanie konturu przekroju
+ Zadanie oczka siatki
J
~

+ Podzial na elementy skoficzone

* Wygenerowanie macierzy K 1 wektora f dla kazdego ES

* Agregacja Kif

* Wstawienie warunkéw brzegowych do macierzy K. Wyznaczenie ¢=K“‘f/

* Wyznaczenie naprezen stycznych
+ Wyznaczenie momentu bezwladnosci na skrecanie

Rys. 2 Schemat algorytmu
4.1. Dane wejsciowe

Na poczatku pliku programu uzytkownik ma mozliwos¢ zdefiniowania dowolnego
konturu przekroju, wykorzystujac w tym celu funkcje srodowiska Mathematica. Kontur
moze by¢ zadany poprzez rownanie (np. rownanie elipsy) albo najbardziej uniwersalng
metoda — przez podanie wspotrzednych kolejnych punktow konturu. Dla utatwienia
wprowadzenia przekroju, w pliku sa podane przyktady dla elipsy, trojkata, prostokata i
dwuteownika.

Oprocz konturu konieczne jest zadanie oczka siatki elementéw skonczonych, czyli
$redniego rozmiaru boku trojkatnych elementéw skonczonych, na ktére zostanie podzielony
obszar. Rozmiar oczka ma wptyw na ilo§¢ elementow, a co za tym idzie na doktadnos¢ oraz
czas obliczen programu.

4.2. Obliczenia

Generacja siatki elementow skonczonych wykorzystuje wbudowane funkcje
$rodowiska Mathematica, ktére zapewniaja regularnos¢ siatki oraz, przy dostatecznej liczbie
ES, rozsadne proporcje dtugosci bokow trojkatow (Rys. 3). Program informuje o liczbie
wygenerowanych ES.



Rys. 3 Przyktadowa siatka dla przekroju eliptycznego (270 ES)

Kolejnym etapem jest wyznaczenie dla kazdego ES macierzy K oraz wektora f.
Nalezy doda¢, ze bez utraty ogdlnosci w f przyjmuje si¢ G=6=1 (fakt ten jest uwzgledniony
pdzniej przy obliczaniu sztywnoS$ci oraz naprezen). Nastgpnie wykonywany jest proces
agregacji do globalnej macierzy K i globalnego wektora f, odpowiadajacych globalnemu
wektorowi ® poszukiwanych wartosci funkcji w weztach siatki.

Jak wspomniano wcze$niej, warunki brzegowe s3 zadawane w sposob
charakterystyczny dla MES. Oznacza to, ze dla kazdego i-tego wezla siatki ES, lezacego na
brzegu przekroju, modyfikuje si¢ globalng macierz K tak, ze Kii=oo, gdzie symbol
nieskonczono$ci w kodzie programu zastgpowany jest tzw. duzg liczbg. Po tym zabiegu
mozliwe jest juz wyznaczenie @:

O-K''f ©)

4.3. Wyniki

Wyznaczenie naprezen stycznych oraz sztywnosci na skrecanie jest post-
processingiem w stosunku do wykonanych obliczen (wyznaczenia ®). Dodatkowo nalezy
pamigtac, ze ® zostato policzone przy zatozeniu G=6=1. Uwzgledniajac ten fakt, wzor na
sztywno$¢ na skrecanie (Row. (3)) przyjmie postac:

2G0[ g d4
K="s=—4  -2G[pd4 10
A . £¢7 (10)

Oznacza to, ze nalezy wykona¢ calkowanie numeryczne po powierzchni przekroju. Jednym
ze sposobOw policzenia takiej calki jest wyznaczenie §redniej warto$ci funkcji @ w kazdym
ES na podstawie warto$ci w weztach tego ES:

+ + ilo$c el.
g, =P S K 206 Y, gk ()
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Z Row. (3) btyskawicznie otrzymuje si¢ moment bezwladnosci na skrecanie ;.



Korzystajgc ze wzor6w na naprezenia styczne (Row. (2)), a takze nadal pamietajac o
uprzednio przyjetym zatozeniu (G=6=1) i wykorzystujac Row. (3), otrzymano napre¢zenia dla
kazdego ES:

e 8(0 Ge MS

re=g, Tpplanrentan)=r(an e ran) .
.__Op__ GO M,

2 _Z(blq)l +b,p, +byp,) = —m(bﬁ”l +b,p, +b,0,)

s

Aby wygenerowaé mape naprezen, wygodnie jest postugiwac si¢ warto§ciami naprezen w
wezlach. Wyznaczane sa one jako $rednie wartosci z przylegajacych do danego wezla
elementow. Schematycznie pokazuje to Rys. 4:

1 2, .3, 4, 5
:T3E+T@E +Tg; +Td+fg;
5

Rys. 4 Schemat wyznaczania usrednionych naprezen w wezle

W programie nie zadaje si¢ warto$ci momentu skrecajacego. Mapa naprezen
generowana jest przy zatozeniu, ze G6= My/Is =1. Aby pozna¢ warto$¢ napre¢zenia, nalezy
przemnozy¢ warto$¢ z mapy przez My/I,. W programie Mathematica mozliwe jest odczytanie
warto$ci dla dowolnego punktu mapy poprzez najechanie na niego kursorem. Przyktadowa
mapa naprezen stycznych wyglada nastepujaco:

o4l 0.4
0.2 0.3
0.0 0.2

-0.2 0.1

04

-04 =02 0.0 0.2 0.4
Rys. 5 Mapa wypadkowych napre¢zen stycznych dla przekroju dwuteowego



5. Weryfikacja

W celu zbadania poprawnosci algorytmu wykonano obliczenia MES dla trzech
przyktadow, ktore maja takze rozwigzanie $ciste (np. Siemieniec i Wolny, 2002). Ponizej
zestawiono wyniki z programu z wynikami analitycznymi:

Tab. 1 Porownanie wynikéw programu z wynikami analitycznymi

Moment bezwt. na skrecanie [j4]
Wymiary [j]
Rozw. $ciste Rozw. MES
_ 0,0216307
a=1 0,0216506 (6774 ES)
n=1 5,02256
5,02655 ’
=2 (9721 ES)
a=3
~0,789 0,788582
b1 (4673 ES)

W nawiasach (Tab. 1) podano liczb¢ elementéw skonczonych siatki. Zauwazy¢ mozna
bardzo dobra doktadnos¢ rozwigzan MES. W kazdym przypadku czas obliczen wyniost
kilkadziesiat sekund. Nalezy doda¢, ze w przypadku prostokata wynik uzyskany metoda
analityczna jest przyblizony, poniewaz jest on suma pewnej skonczonej ilosci wyrazow
nieskonczonego szeregu. Stad jego wzglednie mata doktadno$¢. Na podstawie poréwnania
wartosci (roznice ponizej 1%) mozna stwierdzi¢ poprawno$¢ opracowanego programu.



6. Podsumowanie

W niniejszej pracy zostaty przedstawione podstawy matematyczne oraz
zaproponowane numeryczne rozwigzanie zagadnienia swobodnego skrgcania. Opracowany
algorytm zostat zweryfikowany. Przedstawiono takze sposob korzystania z programu, ktory
nadaje si¢ do zastosowania inzynierskiego. Jego duza zaleta jest prostota obstugi, a pod
wzgledem merytorycznym fakt, ze pozwala wyznaczy¢ naprezenia styczne oraz sztywno$¢
na skrgcanie dowolnego przekroju, co jest praktycznie niemozliwe do uzyskania metodami
analitycznymi, poza kilkoma szczegdlnymi przypadkami. Pewnym ulepszeniem programu
mogtaby by¢ mozliwos$¢ zadania przekroju z otworami (niejednokrotnie przekroje takie sg
wykorzystywane konstrukcyjnie). Opracowany program bytby dobrym punktem wyjscia do
tego celu, poniewaz rozwigzanie dla takiego przekroju korzysta z rozwigzania
przedstawionego w artykule.
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