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Wstep

Cel oraz zakres pracy

Celem pracy jest, idgc za Tematem pracy dyplomowej magisterskiej, okreslenie
nosnosci ptaskiego i mato wyniostego dzwigara tréjwarstwowego, z uwzglednieniem efektow
nieliniowosci geometrycznej i fizycznej. Dodatkowym celem, ktdry przyswiecat autorowi jest
interpretacja zgromadzonych danych pod katem praktycznym — przydatne wnioski mogace
postuzy¢ do projektowania ptaskich i zakrzywionych dzwigaréw warstwowych.

Zgodnie z zakresem przedstawionym w Temacie przeprowadzono:

* analityczne wyznaczenie obcigzenia wyboczeniowego ptaskiego dZwigara,
pracujgcego w ptaskim stanie odksztatcenia, z uwzglednieniem odksztatcalnosci
postaciowej

* modelowanie dzwigara w systemie MES Cosmos/M; wykonanie serii obliczen MES dla
roznych parametrow geometrycznych i materiatowych w celu ustalenia ich wptywu
na niezbedny zakres analizy: wyboczenie, nieliniowo$¢ geometryczna, nieliniowos¢
fizyczna

Zrealizowano z rozszerzeniem przedstawiony zakres. Nie wykonano jedynie analizy

nieliniowej w zakresie nieliniowosci fizycznej dla docelowego dzwigara z przyczyn
technicznych, o czym szerzej mowi rozdziat MES — analiza nieliniowa ze wzgledu na model
materiatu.

Wprowadzenie w tematyke dzwigarow warstwowych oraz szczegotowe
zdefiniowanie przedmiotu pracy

Tematem pracy jest nieliniowa analiza nosnosci trojwarstwowego dzwigara
powierzchniowego. Pojecie dZwigara powierzchniowego odnosi sie do konstrukcji o dwu
wymiarach wyraznie wiekszych od pozostatych. Prostymi przypadkami dzwigarow
powierzchniowych sg np. $ciany, tarcze, ptyty. Moga naleze¢ do nich takze konstrukcje o
zakrzywionej geometrii.

Termin warstwowy(zamiennie stosowany z sandwichowy, przektadkowy) odnosi sie
do ogdlniejszej grupy materiatow - kompozytowych. Kompozyt to ,tworzywo ztozone z co
najmniej dwu skfadnikow (osnowy i wzmocnienia) tak dobranych, by kazdy, zachowujgc
swoje wfasciwosci, nadawat kompozytowi jako catosci wtasciwosci lepsze i/lub nowe
(dodatkowe)”[1]. Kompozyty warstwowe sg stosowane juz od dawna. Warto przytoczyc
stowa z publikacji[2] prof. Politechniki Wroctawskiej Wydziatu Mechanicznego Piotra
Wrzecioniarza z 1990 roku: ,Zauwazalny poczqtek przemijania ery Zelaza, zeliwa i stali jest
zwigzany miedzy innymi z coraz liczniejszymi zastosowaniami tworzyw sztucznych,
elementow  zbrojonych | warstwowych, ktore wypierajq klasyczne materiaty
homogeniczne.(...)Juz nie tylko Srodki transportu kosmicznego i lotniczego, ale rowniez
jednostki ptywajgce, wagony, samochody, elementy budowlane, przedmioty codziennego
uzytku buduje sie z myslg o skutecznym zmniejszeniu masy wtasnej z zachowaniem lub
polepszeniem innych wtasciwosci, w tym i wytrzymatosciowych.”

Przyktadem powszechnie stosowanych konstrukcji warstwowych w budownictwie
mogg by¢ ptyty warstwowe (Rysunek 1), stanowigce lekkg obudowe $cian i dachow np. w
halach.



Rysunek 1. Ptyty warstwowe lekkiej obudowy[3]

Zastosowanie blach trapezowych zapewnia nosnos¢, zas rdzen lekkosc¢ i izolacyjnosé, a takze
przyczynia sie do zwiekszenia nosnosci poprzez zwiekszenie odlegtosci miedzy oktadzinami
stalowymi (a tym samym momentu bezwtadnosci catej konstrukg;ji).

Skoro juz mowa o ptytach warstwowych, warto zaznaczyé, ze istnieje europejska

normal4], dotyczaca ich projektowania. Istotna jest uwaga poczyniona w normie(oryginat w
angielskiej wersji jezykowej):
“NOTE When the bending stiffness of a face in a sandwich panel cannot be neglected, the
panel is itself statically indeterminate in addition to any global structural indeterminacy that
may be present. Explicit solutions are given in the references for a few simple cases but, in
general, numerical methods of analysis, e.g. the finite element method, shall be used.”
Uwaga ta zatem jest juz jednym z powodow, dla ktérych warto zajg¢ sie szerzej
problematyka konstrukcji warstwowych w sposdb numeryczny, jak wskazano powyzej, a
takze analityczny.

W niniejszej pracy autor zajmuje sie okresleniem nosnosci dwu rodzajow konstrukciji.
Metody oraz cele analizy nosnosci zestawiono w tabeli:

Tabela 1. Metody oraz cele analizy nosnosci

Rodzaj konstrukciji Metody analizy Cel
Analityczna Wyznaczenie obcigzenia
krytycznego

Sciana warstwowa obcigzona

. Metoda elementow
sitg pionowa

skoniczonych* - analiza
wyboczeniowa

Weryfikacja metody
analitycznej

Wyznaczenie obcigzenia
granicznego
Wyznaczenie obcigzenia
krytycznego
Wyznaczenie obcigzenia
krytycznego

MES — analiza liniowa

Zakrzywiony panel warstwowy
obcigzony réwnomiernie MES — analiza wyboczeniowa
obcigzeniem pionowym

MES — analiza nieliniowa

*od tego miejsca autor uzywa powszechnie stosowanego skrotu — MES

Przeanalizowano 3 formy wyczerpania nosnosci, prowadzgce do wyznaczenia
maksymalnego dopuszczalnego obcigzenia, o ktérych mowa szczegétowo w nastepnych
rozdziatach. Termin obcigzenie graniczne dotyczy nosnosci ze wzgledu na wytrzymatosé
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materiatdw, za$ obcigzenie krytyczne — ze wzgledu na utrate statecznosci konstrukcji w
jednej z dwu typow wymienionych analiz.

Koncowym efektem pracy jest zestawienie, osobno dla $ciany oraz panelu, wynikéw
analiz dla réznych parametrow geometryczno — wytrzymatosciowych.

Materialy okladzin oraz rdzenia

Przeprowadzono studium materiatéw polimerowych oraz popularnie stosowanych w
budownictwie w konstrukcjach warstwowych (najczesciej w ptytach lekkiej obudowy).
Korzystano z polskiej normy konstrukcji stalowych[5], danych producentéw stali[6],
prezentacji i wyktadow na temat powszechnie stosowanych materiatow([7],[8]) oraz danych
wyznaczonych bezposrednio w doswiadczeniach[9], a takie zawartych w aprobatach
technicznych. Na ich podstawie powstata Tabela 2:

Tabela 2. Parametry materiatéw przyjmowanych do modelowania MES i obliczen analitycznych.

Materiat Nazwa Zrédta danych E[MPa] R.y [MPa] v
oktadzin stal [5],6] 210 000 195+700 | 0.30
Nazwa Zrédta danych E[MPa] R,.[MPa]
P0|imery [7] 1+52000 1+145
[8] 3.5 + 85 0.15+0.55
Materiat Styropian (9] 3.8 0.08
wypetnienia minimum 2.5 0.10
wg AT-15-7919/2009
Pianka poliuretanowa minimum 4 0.20
P wg AT-15-7910/2010
Wetna mineralna minimum / 0.07
wg AT-15-8611/2011




Przedstawienie zalozen metod obliczeniowych

MES - wprowadzenie, analiza liniowa

Celem stosowania metody elementéw skonczonych w budownictwie jest uzyskanie

wynikow (np. naprezen, odksztatcen) dla rozpatrywanej konstrukcji. Nie mozna jednak
interpretowac wynikow, nie méwigc o tym, jak duzych przyblizenn dokonuje sie zastepujgc
obiekt rzeczywisty modelem elementéw skonczonych. Stad krotkie przyblizenie drogi,
prowadzgcej do wynikow. Na drodze tej pojawiajg sie kolejne etapy:

obiekt rzeczywisty — rzeczywista konstrukcja (wraz z oddziatywaniami), ktérg nalezy
podda¢ myslowym uproszczeniom, aby mogta sta¢ sie przedmiotem obliczen o
okreslonych zatozeniach

model fizyczny: ,Obiekt rzeczywisty poddawany analizie stanowi pewien obszar
przestrzeni, bedqcy osrodkiem ciggtym.(...) Analiza zachowania sie takiego obiektu na
skutek oddziatywan zewnetrznych lub przemian wewnetrznych wymaga stworzenia
pewnego abstrakcyjnego modelu myslowego wraz ze zbiorem formut regut
odzwierciedlajgcych jego wtasnosci. Zachowanie sie obiektu rzeczywistego okreslajg
konkretne zjawiska fizyczne opisane prawami fizyki. Model taki nazywamy modelem
fizycznym.”[10]

model matematyczny: ,Dla kazdego obiektu rzeczywistego mozna stworzy¢ wiele
modeli fizycznych. W zaleznosci od posiadanych danych wejsciowych, poszukiwanych
wielkosci oraz przyjetych sposobow rozwiqzania, dzieki zastosowaniu odpowiednich
aparatow matematycznych, tworzymy model matematyczny, ktéry z przyjetym
uproszczeniem odzwierciedla model fizyczny.(...) Przyjete metody matematyczne
zazwyczaj wymagajq zastosowania pewnych uproszczen, wyidealizowania zjawiska,
na przyktad uzycia modelu ciata doskonale sztywnego albo gazu idealnego,
pominiecia tarcia. Zastosowane uproszczenia znacznie utatwiajq opis zagadnienia, ale
mogq spowodowac pominiecie waznych cech uktadu rzeczywistego.”[10]

model numeryczny: ,Aparaty matematyczne wykorzystywane do opisu zjawisk
fizycznych czesto stanowiq zbiory rownan rdzniczkowych, catkowych, ktdre nalezy
zamienic na zbiory rownarn algebraicznych, zrozumiatych dla maszyn obliczeniowych —
komputerdw.”[10] Prowadzi to do zabiegdw takich jak np. dyskretyzacja, catkowanie
numeryczne, a w konsekwencji do kolejnych odchytek od wyniku Scistego, a tym
samym do jeszcze wiekszego odejscia od rozwazanego obiektu rzeczywistego.

Kolejne akapity tego rozdziatu sg parafrazami tresci zawartych w [11] oraz [12] i

dotyczg ogdlnych zatozen MES i jej aspektéw, majgcych bezposrednie zastosowanie w pracy.

Proste konstrukcje mozna traktowac jako zespoty elementéw potgczonych skonczong

iloscig punktow weztowych. Jesli zwigzki miedzy sitami i przemieszczeniami dla elementow
sg znane, mozna wyprowadzi¢ wnioski dotyczgce zachowania sie catej konstrukciji.
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Atypical element (1)
Rysunek 2. Przyktad konstrukcji zbudowanej z elementéw potgczonych w weztach[13]

| tak, analizujgc przyktad (Rysunek 2), przyjmujac, ze znane sg relacje sit z przemieszczeniami
dla poszczegdlnych elementdw, rozpatrze¢ moina konkretny element (1), powigzany z
konstrukcjg weztami 1,2,3. Sity dziatajgce na te wezty sg jednoznacznie okreslone przez ich
przemieszczenia, obcigzenie oddziatujgce na element (p) i jego wstepne odksztatcenia.
Odpowiednie sity F i przemieszczenia § sg okreslone przez sktadowe U,V,u,v. Formutujac to
wektorowo dla elementu (1) jest:

Uy Uy

Fy [Zl] 51 I(Zl\l
(YO = 1F, { = U2 (80 = 1850 = {1214
) g 5 us|

) ;)

Zaktadajac, ze element jest sprezysty (stosujgc wiec analize liniowg) zachodzi:
(FYD = [K]D8D + (F}V + (A, gdzie:

€0
{F}él) - sity weztowe niezbedne do zrownowazenia kazdego obcigzenia zewnetrznego
dziatajgcego na element(1)
{F }2)) - sity weztowe wywotane odksztatceniami poczgtkowymi
[k]D{53D - sity wywotane przemieszczeniami weztdéw
[k]™ - macierz sztywnosci elementu (1)

W analizowanym przyktadzie wezty przenoszg tylko po 2 sktadowe sit. W przypadku
ogolnym, zaktadajgc sztywne potaczenia elementdéw, wystarczy wprowadzi¢ 6 sktadowych
wektora sit i wektora przemieszczenia. Ogdlnie dla dowolnego elementu mozna zapisac:

F} 57
L L
{F}¢ =<t > oraz{6}¢ =1 :

Fr Sm

gdzie kazde wektor F{oraz §; ma te sama liczbe sktadowych , czyli tzw. stopni swobody.
Macierze sztywnosci elementu maja postac:



i sg kwadratowe. Podmacierze k;j, s takze kwadratowe majgce wymiar réwny ilosci stopni
swobody w rozpatrywanym wezle.

Aby rozwigza¢ catg konstrukcje(Rysunek 2) nalezy spetni¢ warunek zgodnosci
przemieszczen oraz réwnowagi. Wektor przemieszczen weztéw dla catej konstrukcji:

[
onf}
8y

automatycznie spetnia pierwszy z nich. Warunki réwnowagi sg spetnione wewnatrz kazdego
elementu. Pozostaje wiec sformutowanie warunkéw réwnowagi w weztach konstrukcji.
Wynikajgce stagd réwnania zawierajg tylko przemieszczenia jako niewiadome, a wiec w ten
sposob dochodzi sie do rozwigzania problemu statycznego. Nastepnie sity elementu mozna
wyznaczy¢ przy pomocy macierzy [k]¢. Niech konstrukcja bedzie obcigzona sitami
zewnetrznymi
Ry Y.
{R} = { : }, gdzie w rozwazanym przyktadzie {R;} = {Yl}
R, L

Aby sformutowac rownanie réwnowagi wezta ,,i”-tego nalezy zsumowacd wszystkie sktadowe
sity w wezle ,,i”. Otrzymuje sie:

(R = ZolFf) = {(F} + {FP} +
gdzie tylko elementy tgczgce sie w wezle ,i”-tym wnoszg do réwnania sity niezerowe. Zatem:
{Ri} = (Z[ku]e) 61 + (Z[kiz]e) O, + o+ Z{Fi }zea + Z{Fi}go
e e e e

€o mozna zapisa¢ w postaci:

[K](8) = (R} — (F}, — (F}eo, gdzie:
[Kim] = Ze[kim]e
{Fim} = Ze{Fi}g
{Fi}eo = 2ZelFi}eo

Uktad réwnan moze by¢ rozwigzany, gdy zostang podstawione odpowiednie
przemieszczenia. W rozwazanym przyktadzie nalezy podstawic¢

(60 =6} = {3}



Jedli zostanie podstawionych mniej przemieszczen, niz wymagane jest to dla zapewnienia
geometrycznej niezmiennosci ukfadu, macierz [K] bedzie osobliwa, co pozwala
matematycznie zweryfikowaé poprawnos¢ wprowadzonych danych.

Czesto wygodniej jest zestawi¢ rdwnania dla poszczegdlnych elementéw w ich
lokalnych  uktadach  wspoétrzednych.  Sktadowe  przemieszczen  mozna  tatwo
przetransformowaé¢ na sktadowe przemieszczen dla konkretnego elementu poprzez
odpowiednig macierz kosinuséw kierunkowych [L]. Wtedy:

{6'} = [L1{6}° oraz {F'} = [LI{F}*
Rownanie rownowagi elementu ma wtedy postac:
{F}¢ =[LI7H{F'}*
wiec macierz sztywnosci w ogdlnych wspodtrzednych okresla wzor:
[k]® = [L]7*[K']°[L]
Macierz transformacji jest ortogonalna, zatem
[k]° = [L]"[k']°[L]

Statecznosc¢ liniowa

W dotychczasowych rozwazaniach przyjmowano zatozenie o sprezystosci elementéw
konstrukcji. Taka analiza przy pomocy programu MES nosi nazwe analizy liniowej. Innym
podejsciem charakteryzuje sie jednak MES w rozwigzywaniu zagadnien statecznosci. , Teoria
statecznosci konstrukcji zajmuje sie wyznaczaniem obcigzen stanow krytycznych konstrukcji,
ktorym towarzyszq gwaftowne zmiany postaci lub wartosci przemieszczen.”[11]. W pracy
magisterskiej obcigzeniem krytycznym autor bedzie nazywac obcigzenie, przy ktérego
matym przyroscie konstrukcja bedzie wykazywata duze przemieszczenie. Aby wykazaé
istotnos$¢ badania problemow statecznosci mozna siegng¢ do przyktadow z historii, kiedy to
brak zastosowania wiedzy o statecznos$ci w procesie projektowania konstrukcji doprowadzit
do katastrofy. Odnotowano wiele wypadkoéw, gdzie utrata nosnosci konstrukcji byta
wywotana obcigzeniem krytycznym, nie zas granicznym (czyli wyczerpaniem nosnosci
najbardziej wytezonych elementéw / wytezonego elementu). Mozna wymieni¢ zawalenie sie
mostu w Menchestern w Szwajcarii, nieudana probe montazu przesta mostu przez rzeke Sw.
Wawrzynca w Kanadzie 1907 roku czy katastrofe mostu w Quebec (przyktady zaczerpniete z
[14]).

Teoretyczne podstawy statecznosci pretéw w obszarach sprezystych opracowat i
zastosowat po raz pierwszy Leonard Euler w latach 1744-1780. Teoria statecznosci
konstrukcji wymusza odejscie od zasady zesztywnienia, co oznacza, ze nalezy oprzec¢ sie na
rownaniach co najmniej tzw. teorii Il rzedu, ktdre majg charakter nieliniowy. Réwnania te
mozna linearyzowa¢, dochodzgc do tzw. liniowej teorii statecznosci konstrukcji lub inaczej -
teorii wyboczenia. Jej ideg jest uwzglednienie wptywu im perfekcji (wstepnych matych
przemieszczen) na reakcje konstrukcji. Przyktadowe analityczne podejscie do zagadnienia
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prezentuje rozdziat Metoda analityczna. Analiza statecznosci liniowej MES jest bardziej
skomplikowana od analizy liniowej i nie jest szczegétowo omdwiona w tej pracy. Jej efektem
sg wyniki w postaci form wyboczeniowych oraz mnoznikdw obcigzenia krytycznego,
wywotujgcego nagty przyrost przemieszczen rozpatrywanego modelu konstrukgcji. Z zatozenia
teorii przemieszczenia sg bardzo mate i do bifurkacji sciezki réwnowagi dochodzi ,,nagle” w
sensie matematycznym.

Analiza nieliniowa oraz metody przyrostowe

Istniejg jednak konstrukcje, jak np. dZzwigary zakrzywione, dla ktdrych konieczna jest
nieliniowa analiza statecznosci. Nie zaktada sie w niej imperfekcji — matych przemieszczen,
ale rozwaza sie efekty zaistnienia duzych przemieszczen. Oprécz odejscia od zasady
zesztywnienia uwzglednia sie takze np. zmiane krzywizny elementéw([15]. Sciezki
bifurkacyjne standow réownowagi majg charakter nieliniowy, co obrazuje przyktad:

~Fewnowaga chwiejna

lp bl T
I
L

IP teoria nieliniowa

~ 1 L

B “teoria |iniowa
F 3

F.‘|

-

| - | (I S
4 4L

ah

e

Rysunek 3. Obcigzenie krytyczne wspornika wg teorii liniowej oraz nieliniowej[15]

Rozwigzania Sciste istniejg tylko dla nielicznych przyktadéw [11], [15], dlatego konieczne jest
stosowane metod numerycznych.

W liniowych zagadnieniach teorii sprezystosci dotyczacych matych odksztatcen
ostatecznym réwnaniem byto:

[K1{6} —{R} =0

gdzie {R} obejmuje wszystkie sity od obcigzerr zewnetrznych, naprezen, odksztatcen
poczatkowych, itd.; zatozono takze liniowe prawo reologiczne:

{o} = [D]({e} —{€o}) + {00} *

gdzie [D] - macierz sztywnosci, {d},{€},{0o},{€o} — odpowiednio macierze naprezen i
odksztatcen koncowych oraz poczgtkowych. W prawie tym zatozono liniowg
proporcjonalno$é¢ naprezen do odksztatcen. W zagadnieniach nieliniowych tak nie jest.
Wiadomym jest jednak, ze ogdlnie

F({o},{e}) = 0**
Jezeli rozwigzanie réwnania [K]{6} — {R} = 0 mozna uzyska¢ poprzez zmiane [D] tak, ze

przy zastosowaniu (*) otrzymuje sie takie same wartosci naprezen i odksztatcen jak w (**), to
wyniki sg rozwigzaniem zadania. Stagd sposOb zmiennej sztywnosci - poniewaz macierz
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sprezysto$ci wptywa na ostateczng macierz sztywnosci catego uktadu przedmiotem tego
sposobu jest rozwigzanie zadania

W} = [KASPDNS} —{R} =0

Najprostszg metodg jest metoda iteracyjna, w ktérej najpierw przyjmuje sie {8}, = 0, aby
wyznaczy¢

[K({6D1{6} = [Ko]
po czym rozwigzac
{6}, = [Ko]_l{R}
powtarzajac proces dla
{630 = [Kn-1]"H{R}
az do zanikniecia rdéznic w kolejnych wartosciach przemieszczed. Powazng wadg opisanego

sposobu jest koniecznos¢ formutowania na nowo, przy kazdym kolejnym kroku macierzy
sztywnosci i rozwigzywanie kolejnych uktadéw réwnan.

Aby odpowiednio dobieraé przyrosty {6} nalezy wykorzysta¢ jedng ze znanych metod
przyrostowych. Przyktadowe przedstawiono na rysunku ponizej:

| | b)
w() ) (% ( _g_xﬂ |

w(x,)

|

/l XI'7+I Xn ‘-; _/i XIH-’ *n X

Rysunek 4. Metoda Newtona — Raphsona (a) oraz zmodyfikowana metoda Newtona — Raphsona (b) [12]

Okreslone s3 one dla problemu rozwigzania réwnan nieliniowych postaci ¥ (x) = 0. Jesli
prébna wartos¢ x,, okaze sie bliska wartosci doktadnej, ale Y (x,) # 0, nalezy wprowadzi¢
poprawke

P (xn)
Axpyq = a4
Elp(xn)
i zastosowac jg do wyznaczenia X, 41:

Xn+1 = Xn + DXy
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Postepowanie nalezy kontynuowac iteracyjnie do momentu uzyskania zadowalajgcej
zbieznosci. Omdéwiona metoda nosi nazwe metody Newtona — Raphsona. Jej zbieznos¢
przedstawia Rysunek 4a. Nazywana jest tez metody stycznych, co podkresla sposéb, za
pomocg ktérego poszukiwane jest rozwigzanie. Istnieje takze zmodyfikowana metoda
Newtona — Raphsona Rysunek 4b. Od poprzedniej rdzni sie zastosowaniem za kazdym razem
statej stycznej. Stad wzdr poprawki przyjmuje postaé:

P (xn)

L (xo)

Axpyr =

Formutujgc metode Newtona dla problemu réwnania macierzowego przy pomocy
rachunku wariacyjnego uzyskuje sie wzor na przyrost wektora przemieszczen {§}:

M&tner = —[Krln  {}n

gdzie [K],, jest tzw. macierzg styczng obliczong dla przemieszczen i naprezen uzyskanych
dla préby {8},,.

MES - analiza nieliniowa ze wzgledu na model materiatu

Analogiczny tok postepowania mozna zastosowaé w nieliniowej fizycznie analizie MES
— przyjmujac nieliniowo sprezysty model materiatu (Rysunek 5). Na przyktadzie wspornika
zginanego (Rysunek 6) ukazano wyniki analizy nieliniowej. W rozdziale tym przedstawiono
takze praktyczne problemy zwigzane z jej stosowaniem.

4]
! «/ case-2
/L[ Ex
Oy - —= case-1
_»'"
/| E
! =__E

Stress-Strain Curve

Rysunek 5. Definicja zaleznosci naprezen od odksztatcern w programie Cosmos/M [16]

Zastosowano elementy PLANE2D o parametrach:

E = 200GPa

Er = 2GPA

gy, = 200MPa (umowna granica plastycznoS$ci)

wymiary wspornika:0.1m X 1m

definicja naprezen o, Hubera — Misesa

Obcigzenie zdefiniowano w postaci sity rdwnomiernie roztozonej po krzywej na koncu
wspornika, aby unikngc¢ lokalnych efektow dziatania sity skupionej. Sumaryczna wartosc
obcigzenia: 1kN.

Wyznaczone wartosci dot. 1mb konstrukcji, pracujgcej w ptaskim stanie odksztatcenia.
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W analizie nieliniowej geometrycznie oraz fizycznie — uwzgledniajgc model
materiatu(Rysunek 5) oraz wptyw duzych przemieszczen — sterowano mnoznikiem obcigzenia
1kN, obserwujgc zmiany przemieszczenia poziomego korica wspornika (Rysunek 6). Wynik tej
analizy przedstawia Wykres 1.

|
R
ul

]
.
_1L _‘|_
T
-+

Van Mlses

2.B425E+0035
2.3255E+005

-2 AA2EE+QA5
-1.B91EE+0G5
l 1.3747E+005
1.0577E+005

T4TS . 00000

423I20.00000

13 1068 . NAREE
Rysunek 6. Model wspornika,  Rysunek 7. Przegub plastyczny powstaty w wyniku dziatania sity 750 kN - rozktad
kierunek dziatania obcigzenia  naprezen Misesa[kPa]

800.00

700.00 M____‘;__—or'

600.00

500.00

400.00

300.00

200.00 +—

100.00 -

Sita pozioma obcigzajaca wspornik na jego korncu[kN]

0.00 +
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.10

Przemieszczenie poziome korica wspornika [m]

Wykres 1. Zaleznos¢ poziomego przemieszczenia korica wspornika od przytozonej na tym koncu sity poziomej
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Wyniki analizy mozna zweryfikowa¢ wzorami analitycznymi, wyznaczajgc wartosci wskaznika
plastycznego oraz sprezystego, a nastepnie odpowiadajagce momenty zginajgce. Wartosci
momentow co do wartosci sg rowne sile przytozonej do wspornika, poniewaz jego wysoko$é
jest rowna 1m.

2
My, = ) = 500kN X 1m
2
Mgy, =01 5 = 333kN X 1m

Rzeczywiscie, na wykresie od obcigzenia 500kN mozna zaobserwowad
nieproporcjonalny narastajgcy przyrost przemieszczen, co Swiadczy o uplastycznieniu catego
przypodporowego przekroju wspornika. Pomiedzy obcigzeniem 333kN a 500kN przekrdj
pracuje czesciowo sprezyscie. Po przekroczeniu 500kN powstaje przegub plastyczny(Rysunek
7), a naprezenia przekraczajg Oy.

Nalezy dodaé, ze pojecie przegubu plastycznego w powyzszym przykfadzie jest
pewnym przyblizeniem prawdziwego przegubu plastycznego — mozna by moéwic¢ o takim,
gdyby E; = 0.

Wprowadzenie takiego modelu jest jednak niemozliwe ze wzgledu na brak zbieznosci
obliczern programu Cosmos/M. Zalecane jest, aby E; > 1/100 E, w innym przypadku
wystepujg problemy w dziataniu algorytmdéw, a w konsekwencji niemozliwe jest uzyskanie
wynikéw. Dlatego tez, niestety w niniejszej pracy pominieto analize fizycznie nieliniowg MES.
Z kilku przeanalizowanych przyktadéow wynika, ze naprezenia w oktadzinach stalowych w
przypadku panelu przekraczajg 20, zanim wystapi duzy przyrost przemieszczen przy
niewielkim przyroscie obcigzenia. Naprezenia wielkosci 20, s3 niedopuszczalne, zatem
konieczne bytoby skorzystanie z innej metody analizy nieliniowosci fizycznej.

Charakterystyka wykorzystywanych elementow skonczonych

W rozdziale przedstawiono ogdlne charakterystyki wykorzystanych w pracy
elementow skonczonych. Szczegétowe informacje znajdujg sie w [16]. Charakterystyki te sg
istotne ze wzgledu na cel, aby model konstrukcji zdefiniowany przy pomocy elementéw
skonczonych odzwierciedlat mozliwie najdoktadniej model rzeczywisty.

XY.  Global Cartesian Coordinate System
Xy Element Coordinate System

LS

(1) (3): Face number for pressure application

> <
¥
E
p

&

\'3_/

P X

Rysunek 8. Element BEAM2D [16]
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BEAM2D to 2 - weztowy jednoosiowy element stosowany w dwuwymiarowych
konstrukcyjnych modelach. Element posiada 3 stopnie swobody (2 translacyjne i 1 rotacyjny)
w kazdym wezle. Element musi by¢ zdefiniowany w ptaszczyznie XY (Rysunek 8).

Y (or Axial)
A

XY: Global Cartesian
Coordinate System

xy: Element Coordinate
System

a:  First material direction

b: Second materal
direction

O2E@:

Face numbers for
Applying Loads and
Boundary Conditions

(pressure is positive
when applied inward)

= X (orRadial)

Rysunek 9. Element Plane2D [16]

PLANE2D to 4- do 8- weztowy dwuwymiarowy element stosowany w analizie nieliniowej w
stanach pfaskiego naprezenia, ptaskiego odksztatcenia badz osiowosymetrycznym modelu
konstrukcyjnym. Wszystkie elementy muszg by¢ zdefiniowane w ptaszczyznie XY (Rysunek 9).
Kazdy wezet posiada 2 translacyjne stopnie swobody.

/
‘-\ / /” ' 3 GIG]
\
1 e g
. Py

Global Cartesian
Coordinate System

Element
Coordinate System

- Face numbers for
Applying Loads and
Boundary Conditions
(pressure is positive
when applied inward)

Rysunek 10. Element SHELL4 [16]

SHELL4 to 4 — weztowy czworoboczny element cienko — ptytowy o nosnosci btonowej oraz
gietnej, stosowany w analizie tréjwymiarowych modeli konstrukcyjnych. Pominieto efekt
odksztatcen postaciowych. W analizie konstrukcyjnej uwzglednionych jest dla kazdego wezfa
6 stopni swobody (3 rotacyjne i 3 translacyjne).
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XYL Global Cartesian Coordinate System
XyZ: Element Coordinate System
abc: Matenal Coordinate System

@) @@@@@ Face numbers for Applying Loads

and Boundary Conditions (pressure
is positive when applied inward)

Rysunek 11. Element SOLID[16]

SOLID to 8- do 20 — weztowy tréjwymiarowy element, stosowany w analizie konstrukcyjne;j.
Uwzglednione sg 3 translacyjne stopnie swobody dla kazdego wezfa.

Wszystkie przedstawione powyzej elementy mogg zosta¢ poddane analizie
statecznosci liniowej oraz analizie nieliniowej fizycznie oraz/albo geometrycznie.
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Analiza wyboczeniowa Sciany warstwowej
Analiza MES

Zalozenia

Przyjeto, ze okfadziny sciany stanowig blachy trapezowe o uproszczonym modelu

przedstawionym na rysunku (p. Rysunek 12).

=10

\ JN

1 [ l I
| 100 100 100 100
\

Rysunek 12. Przyjety uproszczony model blachy trapezowej

100

Charakterystyki stali
obliczeniowego przyktadu podano w tabeli ponize;j:

Tabela 3. Zastosowane materiaty oraz wykorzystane elementy skoriczone

blachy trapezowej oraz materiatu wypetnienia dla pierwszego

. , . Typ elementu wykorzystany w MES
State sprezystosci Model 2D Model 3D
Rdzen E =38MPa,v = 0.08 PLANE2D* SOLID3D
Oktfadziny E =210GPa,v = 0.3 BEAM2D SHELL4

* PLANE2D o ptfaskim stanie odksztatcenia

A Przyktadowe
parametry:
h=25m
b=1m
h s =25cm
L 4
-~
s
Rysunek 13. Geometria Sciany Rysunek 14. Sposéb zamocowania oraz
warstwowej obcigzenie

Sciana utwierdzona jest w sposéb sztywny (Rysunek 14). Oczywiécie, modelujac $ciane

rzeczywistg

odpowiednie bytoby dodatkowe zastosowanie mocowania szczytu Sciany,

jednak dla zaobserwowania najbardziej niekorzystnych efektéw wyboczeniowych celowo
przyjeto przedstawiony sposdb podparcia. Szczyt Sciany zostat dodatkowo zwieniczony tym
samym materiatem o grubosci Imm co blacha trapezowa w celu przyblizenia rzeczywistego
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wykonania $ciany, na ktérej opiera sie np. strop usztywniajacy szczyt konstrukcji. Obcigzenie
w postaci cisnienia rGwnomiernego zostato przytozone do blachy trapezowej. Jego wartosc
sumaryczna wynosi 1kN.

Uproszczenie modelu 3D do modelu 2D oraz jego konsekwencje

Wyniki analizy wyboczeniowej dla zatozonych parametréw geometryczno -
wytrzymatosciowych przedstawiajg ponizsze rysunki:

_—

i
=
‘_gd‘g'

1
1
1
I
1
1
1
1
I
I
I
1
i
I
1
|

m« HIHIM i |
W{"M}”"ﬁ mﬁ‘ ) M
i b
iyl
Rysunek 15. Pierwsza forma Rysunek 16. Druga forma wyboczeniowa Rysunek 17. Pierwsza forma
wyboczeniowa $ciany, mnoznik $ciany, mnoznik obcigzenia 2448 wyboczeniowa $ciany o
obcigzenia 1738 szerokosci 0.4m

W analizie 2D przestrzenny model blachy trapezowej zastgpiono elementem liniowym
BEAM2D o przekroju dwuteownika (Rysunek 18), w ktérym:
wysokos$¢ przekroju H = 10mm
1000mm
= 500mm

szerokoS¢ stopki B =

grubosc¢ stopki TH = 1mm
grubos¢ srodnika TB = 10 X 1mm = 10mm

10

10

||
200

— —
—~ —

Rysunek 18. Dwuteownik o polu przekroju i momencie bezwtadnosci takim jak 1m blachy trapezowej
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Rysunek 19. Sposéb
zamocowania oraz obcigzenie

Rysunek 21. Druga forma wyboczeniowa
Rysunek 20. Pierwsza forma sciany, mnoznik obcigzenia 3780
wyboczeniowa sciany, mnoznik

obcigzenia 1731

Obcigzenie o wartosci sumarycznej 1kN przytozono do okfadzin w postaci dwéch sit
skupionych. Sciana utwierdzona w sposdéb sztywny (Rysunek 19). Model 2D odzwierciedla
model przestrzenny, facznie z przyjetym usztywnieniem szczytu Sciany. Jak widac (Rysunek
15, Rysunek 20) wartosci mnoznika obcigzenia krytycznego dla pierwszej formy
wyboczeniowej w analizie 3D oraz 2D sg poréwnywalne (odpowiednio 1738 oraz 1731), co
stanowi podstawe stosowania modelu 2D.

Zatozeniem, ktére nalezy przyjaé, stosujgc model 2D, jest ,wystarczajgca” dtugosé

sciany. W przeciwnym wypadku pierwszg formg wyboczeniowg moze by¢ lokalne
wyboczenie blachy na brzegach(Rysunek 17).
Nalezy pamieta¢, ze szukajac kolejnych obcigzen krytycznych w modelu 2D, mozemy
poming¢ forme wyboczenia 3D - im krétsza sciana tym ta mozliwosé jest bardziej
prawdopodobna. Wniosek ten wynika z porownania drugiej formy wyboczeniowej analizy 3D
i 2D (Rysunek 16 i Rysunek 17).

W analizie 3D wystepuje takze problem lokalnego wyboczenia pasa blachy, czym
szerzej zajmuje sie autor[9], zarzucajgc wytycznym projektowania[17] (na ktérych oparta jest
norma europejska[4] dotyczgca projektowania paneli warstwowych) zbyt matg wnikliwos$¢
badan na ten temat.

Mozliwos¢ wyboczenia lokalnego blachy

Przed przystgpieniem do metody analitycznej znajdowania obcigzenia krytycznego,
nalezy rozwazy¢ mozliwos¢ wyboczenia samej blachy. W metodzie analitycznej, gdzie
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przyjmowany jest przekrdj o zastepczych parametrach, wyznaczane obcigzenie krytyczne
dotyczy tylko wyboczenia globalnego.

Okazuje sie, ze dla rzeczywistych konstrukcji praktycznie nie ma potrzeby zajmowania
sie badaniem efektu lokalnego, czego dowodzi ponizszy przyktad.

Dla wysokosci 2.5m, statych sprezystosci stali (p. Tabela 2), rdzenia o parametrach
obecnie stosowanych materiatéw(E = 1MPa,v = 0.25) oraz mozliwie najmniej sztywnej
blachy trapezowej (o grubosci 0.5mm [18] oraz f=2mm) otrzymano nastepujgce wyniki:

INENEEREmE
T

".;‘lmn H

L
Rysunek 22. Pierwsza forma Rysunek 23. Pierwsza forma Rysunek 24. Pierwsza forma
wyboczeniowa, wyboczeniowa, wyboczeniowa,
szerokos¢ 25cm (smuktosc 10) szerokos¢ 30cm (smuktosé 8.3) szerokos¢ 30cm (smuktosé 8.3)
mnoznik obcigzenia 93, mnoznik obcigzenia 101, mnoznik obcigzenia 114,
blacha f=2mm blacha f=2mm blacha f=4mm

Na podstawie dwdch pierwszych rysunkéw (Rysunek 22 i Rysunek 23) mozna stwierdzi¢, ze
przy smuktosci sciany mniejszej od 10 oraz przy najbardziej niekorzystnych warunkach
geometryczno — wytrzymatosciowych mozliwe jest lokalne wyboczenie blachy trapezowe;.
Najczesciej jednak uzyta blacha trapezowa ma wiekszy moment bezwtadnosci (Rysunek 24),
Sciana ma wiekszg smuktos$é, itd. Dodatkowo zaobserwowano, ze dla f=4mm efekt lokalnego
wyboczenia(Rysunek 23) jest nieosiggalny nawet przy smukfosci 6 i bardzo sztywnym
materiale rdzenia(E=100MPa). Dlatego mozna przyjgé, ze $ciana warstwowa w swej
pierwszej formie wyboczenia doznaje globalnej utarty statecznosci.

Osobnym zagadnieniem jest badanie zaleznosci miedzy wskaznikiem zginania blachy
a modutem Younga rdzenia. Ogodlnie, im wiekszy modut Younga materiatu rdzenia, tym
wieksze prawdopodobienstwo, ze gdy blachy sg wiotkie (czyli f<4mm — mozna tak przyja¢ na
podstawie powyzszego przyktadu w zakresie rozpatrywanych zagadnien), to pierwszg formg
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utraty statecznosci jest wyboczenie sie blach. Méwigc obrazowo — zbyt sztywny rdzen
powoduje niezapewnienie ,wspoétpracy wyboczeniowej” miedzy oktadzinami, w zwigzku z
czym wybaczajg sie one osobno i $ciana doznaje lokalnej utraty statecznosci.

Metoda analityczna

Zalozenia

Rozpatrywane jest ptaskie zagadnienie wyboczenia belki Timoshenki pod wptywem
dziatania sity osiowej jako przyblizenie zjawiska wyboczenia Sciany warstwowej. Taka
analogia jest prawdziwa wtedy, gdy

e oktadziny wraz ze rdzeniem odksztatcajg sie jak wtdkna jednorodnej
izotropowej belki (p. Rysunek 25) — zatozenie idealnej wspotpracy
* wystepujg punktowe warunki podparcia Sciany.
Oczywiscie zadne z zatozen w rzeczywistosci nie jest spetnione, jednak okazuje sie, ze w
zakresie badanych przypadkédw materiatowo — geometrycznych metoda analityczna
dostarcza przydatnych wynikow (p. Porownanie wynikow uzyskanych MES oraz analitycznie).

D OO +l(x) %z

Rysunek 25. Funkcje przemieszczen u(x), p(x) oraz d(x) punktu materialnego

Funkcje przemieszczen punktu materialnego w odpowiednich kierunkach majg postac:
u; = p(x) +zd(x)

u, =0

uz = u(x)

Oznaczenia przyjete w dalszych obliczeniach(wszystkie parametry state na dtugosci belki):
GA- sztywnos$¢ poprzeczna

El- sztywnos¢ gietna

N — sita osiowa Sciskajgca

Pominieto wptyw odksztatcalnosci osiowej(EA — o)

Rownanie energii preta Timoshenki

0d tego momentu dla wygody uproszczono zapis:

p(x) =p
dix)=d
ulx) =u
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Odpowiednie pochodne czastkowe:
ul'l = p’ +z d’

U3 =d
u,; =0orazu;, =0
Uzq =u'
uzz =0

, . 1
Tensor odksztalcen ma postac: e;; = 5 (ui,]- +u;; + uk,iuk,j) = ej;
Elementy tensora odksztatcenia (skreslone sktadniki sg zerowe):

— 1 2 2 2 Y ! 1 ! "2 12\ ~ ’ 1 2
e11 = Upq +§(u1,1+u2,1+u3,1)—p +zd +§((p +zd ) +u')=zd +§u
=ei1+e:{\{l

1 1 1 N
€13 =5 (u1,3 + u3,1) + > (u1,1u1,3 +#y1Up 3 + u3,1ﬁ3,3) =3 (d+u')+ > (p'+zd')d

1
~5d+u) = els

Catkowita energia potencjalna sprezystosci belki to suma energii sprezystej wewnetrznej
skumulowanej przez belke oraz pracy wykonanej przez sity zewnetrzne(tutaj site osiowg).
Zatem energie uktadu mozemy podzieli¢ na prace naprezen na odksztatceniach
liniowych(U") oraz nieliniowych(U"), co wyraza wzér:

U = UL+ UV, gdzie (pamietajac, ze e;3 = e37):

1
UL = Ef eiLjaijdV
1%

N =

L av 1 L av l L dv = L av
er1011aV + 5 | €13%13 + > | €31931 €11011
% % v v

N| =

1 1
+ j els0.3dV = E_[ Md'dx + E_[ T (d+u')dx
v ! !
2

1 1 1
UN = f e{}laijdezf el oy, dx =—fN Eu’ dx = _ENf u'dx
v 1 1 !

Z prawa Hooke’a:
M =EIld
{T =k 1GA(d+u)=GA(d+u)
gdzie k — wspotczynnik uwzgledniajgcy nieréwnomiernosé rozktadu naprezenia, w
przypadku ,,dtugiej” Sciany przyjeto rownomierny rozktad (x = 1)
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Zatem

Lzl 2 l "2
U 2EI d dx+ZGA (d +u')“dx
1 1

1
Ul = _ENf u'? dx

l

Ostatecznie wiec:

1 1 1
U=§E1j d’zdx+EGAf(d+u’)2dx—§Nju’2 dx
1

l

Poniewaz stan rownowagi stabilnej wystepuje wtedy, gdy energia potencjalna jest
minimalna zatem konieczne jest spetnienie warunku:
U=026U=0

Elf d’6d’dx+GAf(d+u’)6(d+u’)dx—Nf u'édu'dx =0
1 1 1

—EI.[ d"éd dx + GA j (d +u')dd dx — GA j (d' +u")oudx + Nf u'dudx =0
1 1

l l

Zatem:
{—Eld” +GAd+GAuU =0
-GAd —GAU'+ Nu' =0

Rozwigzanie ukladu ré6wnan

Rozwigzaniem powyzszego uktadu réwnan rézniczkowych sg funkcje ugiecia oraz

obrotu belki Timoshenki:
GANx

~ /EIGAN(N—GA) GANx 2 2GANx
- (EI <<—1 + eVEIGAN®N=GA) ) | [EIGAN(N — GA)c; — | —1 + eVEIGAN™N-GA) | GA(GA —

u) = 2NJEIGAN (N—GA)

N)(c, + c3)> _ 26‘/EIGAN(1\JI€—GA)\/(EIGAN(N - GA)) (GAx(c2 + ¢3) — N(xc, + 04))>

GANx

" JEIGAN(N-GA) 2GANx 2GANx
d(x) = e—<<_1 + eVEIGAN(N-GA) \/EIGAN(N —GA)c; + GA —eEIGAN(N-GA) (GA — N)(c, +

2GAN

GANx
c3) — (GA = N)(c; + ¢3) + 2eVEIGANN-GA (GA(c, + ¢3) — ch))>

Wyznaczenie wzorow na sily krytyczne dla réznych warunkow podparcia

Aby wyznaczy¢ funkcje ugiecia oraz obrotu potrzebne sg 4 réwnania, poniewaz
wilasnie tyle jest nieznanych stalych w tych funkcjach. Utozenie 4. warunkéw
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brzegowych pozwala wiec na wyznaczenie tych funkcji. Dla kazdego konca belki mozna
sformutowac 2 warunki brzegowe. ,i"-te z tych rownan mozna zapisa¢ w postaci:

Ai,l C1 + Ai,Z Cy + Ai,3 C3 + Ai,4 Cy = 0

Wszystkie rownania powstate poprzez sformutowanie warunkéw brzegowych za$
mozna przedstawi¢ macierzowo:

A1,1 A1,2 A1,3 A1,4 Cq1 0
Azqr Az Azsz Aza 0
’ ’ ’ ’ = o AC =
Azq Azp Ass A3,4/ C3 0
Ag1 Ay Apsz Aga 0

o O OO

Poniewaz poszukiwane jest rozwigzanie nietrywialne, tzn. takie, ze funkcje u(x) oraz d(x) nie
sg zerowe(bo wtedy wystepuje witasnie wyboczenie), a wiec wektor statych C nie jest
wektorem zerowym. Zatem musi by¢ spetnione det(4) = 0. Stad zerowanie sie wyznacznika
prowadzi juz bezposrednio do wyznaczenia wzoru na site krytyczng. W kolejnych tabelach
(Tabela 4,Tabela 5) przedstawiono dla zadanych warunkéw podparcia:

e warunki brzegowe,

* macierze A,

e wyznaczniki macierzy A,

* ity krytyczne

zgodnie z objasnionym wczesniej tokiem postepowania.

O ile warunki brzegowe dla przegubu oraz utwierdzenia sztywnego nie wymagaja
komentarza, warto wyjasni¢ réwnanie dla korica o swobodnym przesuwie poprzecznym. Kat
obrotu osi belki jest opisany funkcjg u’(x). Zatem sita tngca na tym koncu preta wyraza sie
wzorem T = N u’, aponiewaz T = GA(d + u'), to:

GA[d+u)=Nv o GAAD +u' D) -Nw' (D) =0

Dla wyznacznika kazdej macierzy A istnieje nieskoniczenie wiele N, dla ktérych
det(A)=0. Takie wartosci N to kolejne sity krytyczne. Aby rozwigza¢ rownanie det(A)=0 nalezy
skorzysta¢ z faktu, ze sinh(ix) = isin(x) oraz cosh(ix) = cos(x). Aby wytgczyé liczbe
zespolong ,,i” wewnatrz tych funkcji hiperbolicznych musi by¢ spetnione N<GA dla kazdego
wyznacznika. Wyptywa stad istotny wniosek, ze jezeli wartos¢ sity osiowej N>GA to nie
wystgpi wyboczenie. Mozna zauwazyc¢ takze, ze kiedy GA — oo, uzyskany wzor jest taki sam,
jak dla belki Eulera — Bernoulliego, czego nalezato sie spodziewa¢, poniewaz belka Eulera-
Bernoulliego jest szczegdlnym przypadkiem belki Timoshenki:

p __ ElGAT* _  EIn
k.1 ,Ll.z GAl? + El m? HZ 12 + ﬂ T2
GA
Pery  ElW? El m?

GA— oo~ ZET0 = PENER gdzie p — wspobtczynnik wyboczeniowy

Jak wspomniano, istnieje nieskonczenie wiele sit krytycznych i odpowiadajgcych im form
wyboczenia, jednak dla niektérych przypadkéow nie mozina wyznaczy¢ Scistego wzoru z
powodu uwikfania wartosci sity osiowej N w rownaniu det(A)=0. Dlatego w tych przypadkach
w tabeli(p. Tabela 5) podano tylko wzory na Py, ;.
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Tabela 4. Macierze uktadéw réwnan oraz warunki brzegowe dla réznych sposobéw podparcia $ciany

EIGAN(N GA) N N

Podparcie Warunki brzegowe Macierz A uktadu réwnan dla zadanych warunkdéw brzegowych
1 0 0 0
d'(0)=0 / 0 0 0 1\
u(O) =0 ’GAN(N—GA) . GAIN ,GAN(N—GA) . GAIN
I COSh GAIN ) El Smh(\/EIGAN(N—GA)) El Smh(JEIGAN(N—GA)) 0 I
d'(l) —0 W/EIGAN(N GA) N N
- GAIN ) GAIN ) GAIN
TX u(l) =0 El(cos *EIGAN(N GA)) 1) _ G_Al s  EIGAN (N—GA) Slnh(—*ﬁchN(N—cA)) + EIGAN(N—GA) Slnh(—*ElGAN(N GA))—GAZN .
NZ
u(0)=0 0 0 0 1
d(0) =0 0 0 1 0
’GAN(N—GA) . GAIN ,GAN(N—GA) . GAIN
d’(l) =0 GAIN ) El Smh(JEIGAN(N—GA)) EI Smh(\/EIGAN(N GA) )

GAdD) +v' (D)) - Nu' (D=0

/
-

GA—-N GA
0

=

u(0)=0 / 0 1 0\
d(O) =0 ’GAN(N—GA) . GAIN ’GAN(N—GA) . GAIN
I GAIN El Smh(\/EIGAN(N—GA)) El Smh(\/EIGAN(N—GA)) I
I cosh 0|
,/ N N
d’(l) =0 EI?;:\IIV(N o \/— ) GAIN \/— ) GAIN
X u(l) =0 El(cosh *EIGAN(N GA)) 1) el o EIGAN (N—GA) Smh(—ﬁcm(w—m)) EIGAN(N—GA) snnh(—ﬁGAN(N_GA))—GAIN .
— N NZ N2
Il 0 0
u(0) =0 0 0 1
d0) =0 GAIN [EIGAN (N—GA) sin GAIN [EIGAN (N—GA) sin GAIN B
( ) (W/EIGAN(N GA)) 1) GAl fl+ EIGAN(N—GA) h(«/EIGAN(N—GA)) EIGAN (N—GA) h(\/EIGAN(N—GA)) GAIN
N N? N?
u(l)=0 — GAIN GAIN GAIN
T)( dgl% =0 K EIGAN(N=GA) Smh(\/EIGAN(N GA)) _ (GA_N)(COSh(\/EIGAN(N—GA))_l) GA+(N—-GA) COSh(\/EIGAN(N—GA))
GAN N N
I cA (d , , _ GA—-N GA
(0) +u'(0)) —Nu'(0) =0 0 1
di0) =0 GAIN ) GAIN . GAIN
( ) I El cosh(—ﬁGAN(N GA)) 1) ol s  EIGAN(N—GA) Smh(—ﬁcm(w—m))  EIGAN (N—GA) smh(—ﬁcAN(N_GA))—GAZN
N N N? N?
u(l) =0 — GAIN GAIN GAIN
Tx d(l) =0 EIGAN (N—GA) Sinh(\/ElGAN(N—GA)) _ (GA_N)(COSh(\/EIGAN(N—GA))_l) GA+(N—GA) COSh(\/EIGAN(N—GA))
— GAN N N
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Tabela 5. Wyznaczniki macierzy A (p. Tabela 4) oraz odpowiadajace sity krytyczne

Podparcie

Wyznacznik macierzy A

Sity krytyczne

GAIN )

GAI(GA—-N) sinh(—
VEIGAN(N-GA)
JEIGAN(N—GA)

_ EIGAn®n?
T GAIR+EIn?m?

kr n= 1,2,3

GAIN
(N — GA) cosh (,/EIGAN(N—GA))

_ EIGA(2mn+m)?
kr = 22 ca12+El 2 nn+m)?

n=2012..

1(GA-N) Ncosh(

GAIN )—\/EIGAN(N—GA)sinh(ﬁ)

VEIGAN(N-GA)

VEIGAN(N-GA)

N2

P . = EI GAT?
kr,1 ™ 0.6992 GA 12+ EI 2

(GA—N)(—ZEIGA+2 EIcosh(ﬁ)GAH EIGAN(N—GA) sinh(ﬁ))
VEIGAN(N-GA) +VEIGAN(N-GA)

GAN?

p . EI GAm?
kr1 ™ 052 GA 12+ EI w2

EI(N-GA)3/2 sinh($)
JEIGAN(N—GA)
VEIGAN

_ EIGAn?n?
T GAI2+EIn2m2

Py n=123..
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Wyznaczenie sit krytycznych dla Sciany warstwowej

Aby wyznaczy¢ site krytyczng dla danej Sciany warstwowej nalezy wyznaczy¢
parametry sztywnosci zastepczej GA oraz El.

Rysunek 26. Przekrdj poprzeczny Sciany oraz state materiatowe rdzenia i oktadzin

Przyjeto, ze sztywnos¢ gietng Sciany zapewniajg stalowe oktadziny, zas sztywnos¢
poprzeczng materiat rdzenia. El wyznaczono z twierdzenia Steiner’a pomijajac bezwtadnosé
okfadzin wzgledem wtasnej osi. El oraz GA wyznaczono na 1mb sciany:
2 2 2 2
£l :Eszﬂ<[i+f] N [i_f] >:ESM
2 \l2 2 2 2 2
E;

GA=Gus=-r
T

Podstawiajgc powyzsze wartosci El oraz GA do odpowiedniego wzoru (p. Tabela 5) otrzymuje
sie wartosci sit krytycznych dla kolejnych form wyboczeniowych.

Porownanie wynikow uzyskanych MES oraz analitycznie

Najlepszg dostepng autorowi metody zweryfikowania wzorow analitycznych jest
modelowanie zagadnienia MES. Weryfikacje wykonano dla wszystkich warunkéw podparcia
oraz, tam gdzie istniej Scisty wzér, dla trzech pierwszych form wyboczeniowych. Za przyktad
postuzyta Sciana o wysokosci h=2.5m, szerokosci b=0.25m, blasze trapezowej
stalowej(f=10mm) oraz parametrach rdzenia E=38MPa, v=0.25.

Wyniki analityczne uzyskano zgodnie z postepowaniem opisanym w poprzednich
rozdziatach, za$ modelowanie MES przeprowadzono analogicznie jak wczesniej (p.
Uproszczenie modelu 3D do modelu 2D oraz jego konsekwencje), z tg rdznica, ze w definicji
elementu BEAM2D recznie wprowadzono pole przekroju oraz moment bezwfadnosci,
pomijajgc pole i bezwtadnos$¢ ,S$rodnika” (p. Rysunek 18). Przyczyng tego jest pominiecie
»Srodnika” we wzorach na El oraz GA w metodzie analitycznej. Zmiana ta jest poczyniona
tylko dla scistosci, jednak wptyw owego pominiecia dla wynikow MES jest niemal
niezauwazalny.
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Tabela 6. Poréwnanie wynikow uzyskanych MES oraz analitycznie

Sposéb Fj., wyznaczona Fj., wyznaczona R&3nica Kolejne formy
podparcia analitycznie MES wyboczenia
Fepr =2782kN | Fyry =3084kN | 10.9% -
-
Fyr, = 3481 kN Fyr2 = 3586 kN 3% -
Fir3 = 3651 kN Fir3 =3758kN | 2.9% ﬁ
i
ﬂ
™
Fyr1 = 1542 kN Fyrq = 1565kN | 1.5% ]
”
Fyr2 = 3268 kN Firz =3329kN | 1.9% P
Fups =3590kN | Fys=3673kN | 2.3% -
| Firq = 3223 kN Fyrq =3115kN | 3.5%
I
| Fyrq = 3481 kN Fyrq =3470kN | 0.3%
i
|
I Fir1 = 2782 kN Fers = 2656 kN | 4.7% '
Fir.y = 3481 kN Firp, = 3474 kN | 0.2% P
EEE
HEEEE
Fir3 = 3651 kN Firs =3707kN | 1.5% E
[ ]
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Tabela 6 przedstawia réznice (wzgledem mniejszego wyniku) w wartosciach sit krytycznych
otrzymanych MES oraz analitycznie. Ponizej omodwiono przyczyny powstania tych
rozbieznosci.

z

hy b b b b K kA kA kA b kA
* * * * * * * * * ¥ *

Rysunek 28. Przyktadowe podparcie stupa u gory (tutaj
podpory przegubowo - przesuwne)

Rysunek 27. Przyktadowe podparcie stupa u dotu
(tutaj podpory sztywne)

Ciggty sposéb podparcia (Rysunek 27, Rysunek 28) oraz juz wczesniej opisane zatozenie
idealnej wspotpracy miedzy rdzeniem a okfadzinami wptywajg miedzy innymi na rdznice
wartosci miedzy sitami krytycznymi wyznaczonymi analitycznie a wyznaczonymi MES.

W miare wzrostu momentu bezwtadnosci blachy (a wiec parametru f — p. Rysunek 12)
roznica sity krytycznej wyznaczonej MES oraz analitycznie jest coraz wieksza. Dla f=2mm
wyniki prawie sie pokrywajg. Rozbieznos¢ wynikéw, gdy f rosnie, spowodowana jest ,coraz
wiekszym” odstepstwem od zatozonego warunku idealnej wspotpracy rdzenia i okfadzin.
Idealna wspotpraca zachodzi wtedy, gdy wartosci sit krytycznych dla globalnej i lokalnej
utraty statecznosci sg zblizone (p. Mozliwos¢ wyboczenia lokalnego blachy). Niemniej jednak,
analityczne wzory mogg postuzy¢é do wstepnego oszacowania sity krytycznej w Scianie
warstwowej.

Wykresy no$nosci $cian w zaleznosci od smuklos$ci oraz zastosowanego
materialu rdzenia

Z praktycznego punktu widzenia uzyteczne wydaje sie stwierdzenie co pierwsze
decyduje o utracie nosnosci — wyboczenie sciany (mnoznik obcigzenia krytycznego) czy
uplastycznienie okfadzin stalowych (mnoznik obcigzenia granicznego). Na przyktadzie Sciany
o parametrach: v, = 0.25,E, = 3.8MPa, s = 0.25m, h = 2.5m stworzono wykresy, ktére
odpowiadajg na postawione pytanie. Przyjeto blache stalowg jak wczesniej (Rysunek 12,
f=10mm). Sciane obcigzono sitami przytozonymi do blach o wartosci sumarycznej 1kN
(Rysunek 19).

Wykresy wyboczenia (pierwszej formy) dla sciany podpartej w sposéb wspornikowy
(u=2) oraz w sposob sztywno — tyzwowy (u=0.5) stworzono przy pomocy wzorow
analitycznych (p. Tabela 5). Zakres pomiedzy tymi wykresami wypetniajg wykresy
pozostatych sposobdéw podparcia, poniewaz wszystkie wspdfczynniki wyboczeniowe
zawierajg sie w przedziale [0.5,2] .

Mnozniki obcigzenia granicznego wyznaczono, zaktadajac, ze tylko stal przenosi
Sciskanie. Stagd wartos¢ mnoznika wyraza sie wzorem 2 Xt X 1mb X R,y (pominiecie
powierzchni ,$rodnikdw”). Zatozono, ze wyczerpanie nosnosci zachodzi w momencie
przekroczenia naprezen R,y, bedacych granicg stosowalnosci prawa Hooke’a -
proporcjonalnosci naprezen do odksztatcen.
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Wykres 3. Zalezno$¢ mnoznika obcigzenia krytycznego/granicznego od modutu Younga rdzenia(doktadne wartosci

modutéw zawiera Tabela 9)
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Whnioski

Na podstawie powyzszych wykresow mozna zauwazy¢, ze o utracie nosnosci dla
wiekszosci $cian (czyli smuktosci powyzej 9 oraz parametru stali R,y > 195MPa), przy
zatozonym polistyrenowym rdzeniu (Wykres 2), bedzie decydowa¢ analiza wyboczeniowa.
Faktu tego nie mozna poming¢, projektujac sciane. Maksymalna rdéznica wartosci obcigzenia
krytycznego (pamietajgc, ze mnoznik dotyczy sity o wartosci 1kN) dla réznych warunkow
podparcia wynosi 40kN.

Natomiast zaleznos¢ formy utraty nosnosci od zastosowanego materiatu rdzenia
(Wykres 3) nie jest tak jednoznaczna. Im sztywniejszy rdzen, tym wieksza réznica obcigzenia
krytycznego dla réinych warunkéw podparcia (nawet 500kN). Dla bardziej wiotkich
materiatdw rdzenia, o utracie nosnosci decydowac bedzie obcigzenie graniczne, zas dla
sztywniejszych materiatéw — obcigzenie krytyczne.
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Analiza nosnosci MES panelu zakrzywionego

Cel, zalozenia modelowe

Celem analizy nosnosci panelu zakrzywionego metodg elementéw skornczonych jest
wywnioskowanie, kiedy jaka przyczyna wywotuje jako pierwsza utrate nosnosci, a w zwigzku
z tym, kiedy nalezy stosowaé¢ odpowiedniag metode modelowania w celu wyznaczenia
obcigzenia krytycznego/granicznego.

Do zamodelowania panelu przyjeto parametry na podstawie tabeli (p. Tabela 2). Zatozono:
* Rdzen styropianowy: E = 3.8MPa,v = 0.08 (dane z badan doswiadczalnych [9])
Zastosowany typ elementu: PLANE2D
* Oktfadziny z blachy trapezowej stalowej: E = 210GPa,v = 0.3,R,y = 195MPa
Parametry geometryczne blachy przyjeto jak wczesniej (p. Rysunek 12)
Zastosowany typ elementu: BEAM2D
Przeprowadzono kolejne analizy panelu o takich samych parametrach geometrycznych i
wytrzymatosciowych w celu wyznaczenia obcigzenn granicznych/krytycznych. W kazdej z
analiz, najbardziej wytezong czescig panelu jest srodek blachy trapezowej gérnej lub krance
w zaleznosci od typu analizy. Przyktadowy wzgledny rozktad naprezen, przy maksymalnym
mozliwym obcigzeniu w analizie nieliniowej ze wzgledu na przemieszczenia, przedstawia
Rysunek 29.

1 it | i

Rysunek 29. Rozktad naprezen Misesa w blasze gérnej oraz dolnej

Parametry, ktére w dalszych analizach bedg stosowane, a ich wartosci modyfikowane
przedstawiono ponizej:

| RN R RS AW
R S o B R T T T T A
gI{III”HJ””””‘”ll'”ml ) ”ngl llil.lllu_ulllIIIEHH'|||_|j.

Rysunek 30. Geometria panelu zakrzywionego — przegubowy sposéb podparcia

W kolejnych rozdziatach do przyktadowych analiz przyjeto panel o parametrach:
grubos¢ g = 15cm

wyniosto$¢ w = 25cm

rozpieto$¢ L = 5m

obcigzenie: 1kN/m przed zrzutowaniem na panel (w poziomie)
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W analizie nieliniowej ze wzgledu na duze przemieszczenia, $ledzone jest przemieszczenie
pionowe $Srodkowego punktu panelu (wiecej - p. Analiza nieliniowa ze wzgledu na duze
przemieszczenia ), co ukazuje Rysunek 31.

Rysunek 31. Punkt srodkowy oktadziny gérnej — pionowe przemieszczenie jest analizowane w zalezno$ci od obcigzenia
panelu

Statecznos$c¢ liniowa

Pierwszym rodzajem analizy jest badanie statecznosci liniowej panelu, czyli
poszukiwanie obcigzenia krytycznego. Wyniki tej analizy (sity krytyczne wraz z formami
wyboczeniowymi) zestawiono ponize;j:

Rysunek 32. Pierwsza forma wyboczeniowa, mnoznik obcigzenia 11.6

Rysunek 34. Trzecia forma wyboczeniowa, mnoznik obcigzenia 14.1

Charakterystyczny dla przeprowadzonej analizy jest brak wartos$ci przemieszczen, a jedynie
forma przemieszczenia (p. Statecznosc liniowa).

Analiza nieliniowa ze wzgledu na duze przemieszczenia

Analiza statecznosci liniowej nie uwzglednia wptywdow nieliniowosci geometryczne;.
Jak sie okazuje, dla rozpatrywanego panelu konieczne jest przeprowadzenie analizy
nieliniowej ze wzgledu na duze przemieszczenia. Zalezno$¢ mnoznika obcigzenia (1kN/m) od
przemieszczenia wezta srodkowego panelu (p. Rysunek 31) przedstawia Wykres 4:
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Wykres 4. Zaleznos¢ mnoznika obcigzenia od przemieszczenia wezta srodkowego

Z wykresu mozna wywnioskowa¢, ze przy pewnym obcigzeniu (tutaj 11kN/m) panel
traci swojg statecznos¢ i jego przemieszczenia ,gwattownie” rosng — tzn. bez zwiekszenia
obcigzenia (a nawet z mozliwym jego matym zmniejszeniem) srodek panelu przemieszcza sie
w doét o 45cm od potozenia wyjsciowego. Efekt tego przeskoku ukazuje Rysunek 35:

Rysunek 35. Przemieszczenie konstrukcji w fazie poczatkowej, w fazie przeskoku oraz fazie stabilnej w skali konstrukcji

Po przeskoku konstrukcja moze zosta¢ obcigzona jeszcze bardziej, jednak z praktycznego
punktu widzenia jest to efekt niebezpieczny. Dlatego nie nalezy dopusci¢, by obcigzenie
przekroczyto wartosc¢ krytyczna.

Ponizej, dodatkowo przedstawiono doktadniej zaleznos¢ obcigzenie —
przemieszczenie w fazie przed przeskokiem:
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Woykres 5. Zaleznos¢ mnoznika obcigzenia od przemieszczenia wezta srodkowego przed przeskokiem

Przy okazji omawiania duzych przemieszczen, poruszono temat naprezen w rdzeniu.
Naprezenia w rdzeniu sg tym wieksze, im wieksza jego sztywnos¢. Rozktad naprezen Misesa
w panelu dla sztywnego rdzenia (E=20MPa) przedstawia Rysunek 36:
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Rysunek 36. Naprezenia[kPa] w rdzeniu dla materiatu rdzenia E=20MPa, v=0.25MPa — przy obcigzeniu krytycznym

Skala deformacji jest skalg rzeczywisty. Zatem widaé, ze panel znajduje sie w fazie zaraz
przed przeskokiem. Naprezenia w rdzeniu nie przekraczajg 1MPa, co zgadza sie z
przewidywaniami — zniszczenie rdzenia nie decyduje jako pierwsze o wyczerpaniu no$nosci.

Analiza liniowa

Analiza liniowa to analiza statyczna teorii pierwszego rzedu. Obcigzenie jest wprost
proporcjonalne do naprezen. Fakt ten wykorzystano do wyznaczenia, w zaleznosci od
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maksymalnych dopuszczalnych naprezen w stali, mnoznika obcigzenia. Dla rozwazanego
przypadku przy zadanym obcigzeniu (niezrzutowanym) 1kN/m odczytano maksymalne
naprezenia w stali 17.831MPa (Rysunek 37). Stad wiadomo, ze przyjmujgc podang granice
proporcjonalnosci naprezen do odksztatcen stali R,y = 195MPa, mnoznik obcigzenia, przy
ktérym wystapi przekroczenie tej granicy wynosi 195/17.831 = 10.9.
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Rysunek 37. Odczytanie maksymalnych naprezen[kPa] w blasze trapezowej

Zestawienie wynikow dla analizowanego panelu

Wszystkie wyznaczone w poprzednich rozdziatach wyniki przedstawiono na jednym

wykresie:
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Wykres 6. Warto$¢ mnoznika obcigzenia krytycznego/granicznego z réznych analiz
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Na podstawie powyzszych danych mozna rozstrzygna¢, ze analizg wyznaczajacg nosnosc
przyktadowego panelu jest analiza liniowa. Wyczerpanie nosnosci wystgpi wskutek
przekroczenia umownej granicy naprezen w stali R,y = 195MPa. Wyniki przeprowadzonych
analiz nie odbiegajg znacznie od siebie, co wskazuje na koniecznos$¢ ich dokonania w
procesie projektowania panelu. Graniczng wartoscig obcigzenia jest 10.9kN/m.

Zestawienie wynikow dla r6znych przypadkéw materiatowo -
geometrycznych

Przydatne z punktu widzenia praktycznego wydaje sie okreslenie, ktorg analize
zastosowa¢ w celu stwierdzenia, kiedy nastepuje wyczerpanie nosnosci. Postgpiono
analogicznie jak wczesniej (p. Wykresy nosnosci scian w zaleznosci od smuktosci oraz
zastosowanego materiatu rdzenia), przeprowadzajgc w tym przypadku analize MES
modyfikujgc nastepujgce parametry:

e grubos¢ panelu

* wyniostos¢ panelu

e modut Younga rdzenia

e wysokos$¢ blachy oktadzin stalowych f
Domyslne wartosci geometryczno — wytrzymatosciowe pozostajg bez zmian, z wyjatkiem
modutu Poissona v,, = 0.25 oraz, oczywiscie, parametrow modyfikowanych.

Dla wygody wizualnej interpretacji porownawczej przedstawiono najpierw wszystkie
wykresy, nastepnie tabele ze wspdétrzednymi punktéw wykreséw, a dopiero w kolejnym
rozdziale komentarze i wnioski. Puste komorki tabel to miejsca, gdzie wykonanie analiz MES
byto niemozliwe z przyczyn zastosowanych przez program algorytméw i ich parametrow.
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Tabela 7. Zaleznos¢ nosnosci od wzglednej grubosci(Wykres 7)

mnoznik obcigzenia krytycznego/granicznego naprezenia[MPa]
glml | g/L wyboczenie | duze przem. | ReH=195 | ReH=450 | ReH=700 Wbla?z? przy
mnozniku 1
0.04 |0.008 |3.26694 13.696 [31.606 |49.164 14.238
0.09 | 0.018 |6.3588 6.5429 12.223 |28.206 |43.876 15.954
0.15 |0.03 [10.1953 10.014 11.209 |25.868 |40.239 17.396
0.21 |0.042 |14.1304
0.25 |0.05 |16.8006 15.796 10.225 |23.597 |36.707 19.070
0.3 |0.06 [20.1851 18.672 9.901 22.848 |35.542 19.695
0.36 |0.072 | 24.3074 9.598 22.150 |34.456 |20.316
0.42 | 0.084 |28.4866
0.5 |0.1 34.1263 29.63 9.125 21.059 |[32.758 |21.369

Tabela 8. Zaleznos¢ nosnosci od wzglednej wyniostosci(Wykres 8)

mnoznik obcigzenia krytycznego/granicznego naprezenia[MPa]

wiml\w/L wyboczenie | duze przem. | ReH=195 | ReH=450 | ReH=700 wblafz? przy
mnozniku 1

0.01 |0.002|11.2076 1.491 3.441 5.353 130.762

0.015 [0.003|8.01695 0.41395 1.503 3.468 5.394 129.768

0.02 |0.004 |6.48369 1.537 3.547 5.518 126.858

0.03 |0.006|4.98518 1.667 3.847 5.985 116.963

0.05 |0.01 |4.25611 1.9959 2.128 4912 7.641 91.617

0.1 0.02 |5.0828 4.107 9.478 14.743 47.479

0.14 |0.028|6.32062 5.4288 6.011 13.871 21.577 32.442

0.2 0.04 |8.39932 7.9645 8.796 20.300 |31.577 |[22.168

0.25 |0.05 |10.1953 10.014 11.209 |25.868 |40.239 |[17.396

0.3 0.06 |12.0006 11.992 13.726 |31.675 |49.271 |14.207

0.35 |0.07 |13.7942 16.427 |37.908 |58.967 [11.871

0.39 |0.078|15.2117 18.806 |43.399 |67.509 |[10.369

0.45 |0.09 |17.2975 17.475 22.987 53.047 82.518 8.483

0.5 0.1 |18.9898 19.144 23.973 |55.323 [86.059 |8.134
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Tabela 9. Zaleznos¢ nosnosci od modutu Younga materiatu rdzenia(Wykres 9)

mnoznik obcigzenia krytycznego/granicznego naprezenia[MPa]
Er [MPa] wyboczenie | duze przem. | ReH=195 | ReH=450 | ReH=700 w bla?z? przy
mnozniku 1
1.0 3.51305 3.8516 10.736 24.776 38.540 18.163
2.5 7.09942 7.186 11.152 25.736 40.034 17.485
3.8 10.1953 10.014 11.209 25.868 40.239 17.396
4.0 10.6704 10.435 11.214 25.878 40.255 17.389
7.0 17.7585 16.474 11.287 26.046 40.516 17.277
8.5 21.2743 19.49 11.344 26.178 40.721 17.190
10.0 24.7715 22.303 11.416 26.344 40.979 17.082
20.0 47.6237 38.405 10.606 24.475 38.072 18.386
30.0 69.626 50.764 10.037 23.162 36.030 19.428
moduty Younga materiatéw rdzenia
Er= 1MPa | minimum dla polimeréw
Er=2.5MPa | minimum dla styropianu
Er=3.8MPa | przyktad zaczerpniety z [9]
Er=4.0MPa | minimum dla pianki poliuretanowej
Er=7.0MPa | minimum dla wetny mineralnej
Er=8.5MPa | maksimum dla styropianu
Er=20.0MPa | PCW miekki
Tabela 10. Zalezno$¢ nosnosci od wzglednego momentu bezwtadnosci blachy(Wykres 10)
flmm]-wys. mnoznik obcigzenia krytycznego/granicznego Naprezenia
blachy ] . [MPa] w
. | wyboczenie | duze przem. | ReH=195 | ReH=450 | ReH=700| blasze przy
trapezowej . .
mnozniku 1
2 8.48088 7.8805 9.633 22.230 34.580 |20.243
4 9.06336 8.6392 10.445 24.103 37.493 |18.670
6 9.33459 9.0387 10.818 24.965 38.835 |18.025
8 9.70742 9.4476 11.046 25.490 39.651 |17.654
10 10.1953 10.014 11.209 25.868 40.239 |17.396
12 10.8046 10.674 11.338 26.164 40.700 |17.199
14 11.54 11.468 11.445 26.412 41.085 |17.038
16 12.4052 12.374 11.536 26.621 41.410 |16.904
18 13.4041 13.39 11.615 26.805 41.696 |16.788
20 14.5406 14.507 11.686 26.969 41.951 |16.686
25 18.0099 17.707 11.834 27.309 42.481 |16.478
30 22.4308 21.366 11.954 27.587 42913 |16.312
35 27.8767 25.474 12.060 27.831 43.293 |16.169
40 34.4286 29.843 12.160 28.062 43.652 |16.036
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Wplyw parametrow na forme wyczerpania no$nosci - interpretacja wykresow
oraz wnioski

Na wszystkich wykresach (Wykres 7, Wykres 8, Wykres 9, Wykres 10) celowo
uzalezniono mnoznik obcigzenia krytycznego/granicznego od okreslonych parametrow tak,
by wykresy analizy wyboczenia oraz analizy nieliniowej ze wzgledu na duze przemieszczenia
byty zblizone do liniowych, co otwiera droge dla wyznaczenia uproszczonych inzynierskich
wzoréw czy wspotczynnikdw na nosnos¢ panelu. Stad zamiast ,,smuktosci” analizowana jest
jej odwrotnosé, czyli grubosé wzgledna panelu oraz zamiast wysokosci blachy trapezowej jej
wzgledny wskaznik zginania. Nalezy pamietac, ze mnoznik obcigzenia na wykresach dotyczy
obcigzenia 1kN/m (przed zrzutowaniem na krzywizne panelu). W kolejnych akapitach
skomentowano osobno wykresy.

Wykres 7

Na jego podstawie mozna stwierdzi¢, ze dopuszczalne obcigzenie wg analizy wyboczeniowej
oraz nieliniowej jest proporcjonalne do grubosci panelu. Rozpatrywane sg grubosci panelu
od 4cm do 50cm. Dla bardzo grubych paneli réznica obcigzen krytycznych dla réznych analiz
siega 5kN/m. Mnozniki, wynikajgce z analizy nieliniowej sg mniejsze niz te wynikajace z
analizy wyboczeniowej, a wiec decydujgce. Przy projektowaniu nalezy takze sprawdzi¢
naprezenia w oktadzinach, poniewaz, jak wida¢, w zakresie grubosci panelu wiekszych od 15
cm oraz dostepnych na rynku gatunkow stali moze dojs¢ do wyczerpania nosnosci wskutek
uplastycznienia blach zewnetrznych.

Wykres 8

Rozpatrywany zakres wyniostosci tuku to 1cm do 50cm. Dla wyniostosci ponizej 15cm
wystepuje wyrazne zwiekszenie obcigzenia krytycznego analizy wyboczeniowej. Od
wyniostosci 15cm wyniki analizy wyboczeniowej oraz nieliniowe] sg zblizone. Uogdlniajac
interpretacje wykresu, dla rozpatrywanego panelu o utracie nosnosci bedzie decydowata
analiza nieliniowa, ktdrej wyniki sg proporcjonalne do wyniostosci panelu.

Wykres 9

Zwiekszanie sztywnos$ci materiatu rdzenia prowadzi do, moéwigc w przyblizeniu,
proporcjonalnego przyrostu nosnosci krytycznej. Ograniczono sie do materiatéw o module
Younga rdzenia nie wiekszym niz 30MPa, poniewaz dla wyzszych wartosci nalezatoby
uwzglednic takze mozliwos¢ przekroczenia naprezen w rdzeniu. Jak nalezato sie spodziewac,
im sztywniejszy rdzen, tym bardziej prawdopodobne wyczerpanie nosnosci na skutek
uplastycznienia okfadzin. Réznica wartosci obcigzenia krytycznego dla analizy wyboczeniowej
oraz nieliniowej moze osiggng¢ 10kN/m.

Wykres 10
Woyjasnienia wymaga pojecie wzglednego momentu bezwtadnosci blachy. Wskaznik zginania
2
1 metra biezacego blachy (oznaczenia - p. Rysunek 12) okreslony jest wzorem %. Wzgledny
moment bezwtadnosci odnosi sie do blachy o wysokosci f=1mm, zatem wyraza sie wzorem:
LS S
4 "4

wyniki analiz wyboczeniowej oraz nieliniowej sg proporcjonalne do modyfikowanego
parametru — tutaj do f2. Réznica miedzy wartoéciami obcigzenia krytycznego dal tych analiz
siega 5kN/m.

- stagd wartosci na osi poziomej. Podobnie jak w poprzednich zaleznosciach,
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Znamienny jest fakt dotyczacy obcigzen krytycznych — o nosnosci panelu decyduja
niemal zawsze wyniki analizy nieliniowej ze wzgledu na duze przemieszczenia, nie za$ wyniki
analizy wyboczeniowej. Jak zauwazono na poczatku, wyznaczone przez nig obcigzenie
krytyczne jest w uproszczeniu wprost proporcjonalne do modyfikowanych parametrow.
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Podsumowanie i wnioski

W pracy magisterskiej wykazano koniecznos¢ stosowania teorii statecznosci w
analizie nosnosci trojwarstwowej $Sciany oraz panelu zakrzywionego. W przypadku Sciany
wystarczajagcym wyznacznikiem jest stateczno$¢ liniowa, zas w przypadku panelu przy
pewnych warunkach materialowo — geometrycznych niezbedne jest zastosowanie teorii
statecznosci nieliniowej.

Dla sciany wykazano, ze poprawne jest zastgpienie modelu MES 3D, modelem 2D oraz
wyprowadzono sciste wzory na sity wyboczeniowe w réznych przypadkach jej podparcia,
ktorych poprawnos$¢ potwierdzono przy pomocy analizy MES. Dla obu obiektow
przeprowadzono poréwnanie wynikow obcigzen krytycznych oraz granicznych w zaleznosci
od réznych parametrow. Modyfikowano, w przypadku Sciany: smukto$¢ oraz modut Younga
materiatu rdzenia, w przypadku panelu: grubos¢, wyniostos¢, modut Younga materiatu
rdzenia oraz moment bezwtadnosci przekroju oktadzin. Na podstawie obliczen
numerycznych MES powstaty wykresy, bedace najwazniejszym efektem pracy, utatwiajgcym
intuicyjne zrozumienie ,,praw rzadzgcych” konstrukcjami tréjwarstwowymi:

e Wykres 2. Zalezno$¢ mnoznika obcigzenia krytycznego/granicznego od smuktosci

Sciany

e  Wykres 3. Zalezno$s¢ mnoznika obcigzenia krytycznego/granicznego od modutu

Younga rdzenia(doktadne wartosci modutéw zawiera Tabela 9)

e  Wykres 7. Zalezno$¢ nos$nosci od wzglednej grubosci (odwrotnosci ,smuktosci”)

panelu w réznych analizach

*  Wykres 8. Zaleznos¢ nosnosci od wyniostosci wzglednej panelu w réznych analizach

e Wykres 9. Zalezno$¢ nosnosci od modutu Younga materiatu rdzenia panelu

*  Wykres 10. Zalezno$¢ noénosci od wzglednego momentu bezwtadnosci blachy (f2)

Podsumowanie powyzszych wykresow (zawarte w rozdziatach Wykresy nosnosci scian w
zaleznosci od smukfosci oraz zastosowanego materiatu rdzenia: Whnioski oraz Wptyw
parametrow na forme wyczerpania nosnosci — interpretacja wykresow oraz wnioski) moze
stuzy¢ jako zbidr praktycznych wskazéwek do projektowania konstrukcji tréjwarstwowych
oraz podstawa do opracowania metod inzynierskich (uproszczonych wzordw,
nomogramoéw). Ich powstanie mogtoby wykluczy¢ koniecznosé wykorzystywania programéw
obliczeniowych, a tym samym doprowadzi¢ do upowszechnienia sposobéw projektowania
takich obiektow.
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